
7 êëàññ. Ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ïîêðàñüòå 11 êëåòîê êâàäðàòà 6 × 6 â ÷¼ðíûé öâåò òàê, ÷òîáû ñ êàæäîé ïîêðàøåííîé

êëåòêîé ïî ñòîðîíå ñîñåäñòâîâàëè ðîâíî äâå íåïîêðàøåííûõ.

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, òàê.

(Ðàçóìååòñÿ, ýòî íå åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò!)

2. Ìèøà è Äèìà èãðàþò íà êëåò÷àòîé äîñêå 8×8. Îíè õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò Ìèøà. Îí

ñâîèì õîäîì ðèñóåò ãàëî÷êó â ëþáîé ñâîáîäíîé êëåòêå. Îòâåòíûì õîäîì Äèìà êëàä¼ò íà äîñêó

ïðÿìîóãîëüíèê 1× 7, çàêðûâàÿ ãàëî÷êó. Ïðÿìîóãîëüíèêè íå äîëæíû ïåðåêðûâàòüñÿ è âûëåçàòü

çà ïðåäåëû äîñêè. Åñëè Äèìà íå ìîæåò ñäåëàòü õîä (è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå), îí ïëàòèò Ìèøå

òûñÿ÷ó ðóáëåé, ïîñëå ÷åãî õîäèò Ìèøà. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà Ìèøà íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.

Ìîæåò ëè Ìèøà èãðàòü òàê, ÷òîáû íàâåðíÿêà çàðàáîòàòü íå ìåíåå 36 òûñÿ÷ ðóáëåé? (Ñâîáîäíîé

ñ÷èòàþòñÿ êëåòêà, êîòîðàÿ íå îòìå÷åíà ãàëî÷êîé è íå ïîêðûòà ïðÿìîóãîëüíèêîì 1× 7.)
Ðåøåíèå. Äà, ìîæåò. Ïåðâûì õîäîì Ìèøå íóæíî ñäåëàòü õîä â îäíó èç óãëîâûõ êëåòîê (ñì.

ðèñóíîê).
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Òîãäà Äèìà ñâîèì õîäîì âûíóæäåí áóäåò ïîëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê 1 × 7, çàêðûâàþùèé ýòó

ãàëî÷êó, òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà íà 90◦). Äàëüøå Ìèøà áóäåò

äåëàòü õîäû â êëåòêè, îáîçíà÷åííûå öèôðàìè 2, 3, 4; âñÿêèé ðàç Äèìà âûíóæäåí áóäåò êëàñòü

ïðÿìîóãîëüíèê òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òåïåðü Ìèøà äîëæåí â ëþáîì ïîðÿäêå äåëàòü õîäû

âî âñå 36 ñâîáîäíûõ êëåòîê. Êàæäûé ðàç îí áóäåò çàðàáàòûâàòü òûñÿ÷ó ðóáëåé.



3. Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçáèò íà 9 ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïåðèìåòðû ÷åòûð¼õ èç íèõ óêàçàíû

íà ðèñóíêå. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ïîä çíàêîì âîïðîñà.
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Ðåøåíèå. I ñïîñîá. Âñå òðè ïðÿìîóãîëüíèêà â ëåâîì ñòîëáöå èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû ãîðè-

çîíòàëüíûõ ñòîðîí. Ïåðèìåòð êàæäîãî èç íèõ ðàâåí óäâîåííîé ñóììå äëèí åãî ãîðèçîíòàëüíîé

è âåðòèêàëüíîé ñòîðîí. Ïðè ýòîì ïåðèìåòðû óâåëè÷èâàþòñÿ íà åäèíèöó ñâåðõó âíèç, çíà÷èò,

äëèíû âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí óâåëè÷èâàþòñÿ íà
1

2
ñâåðõó âíèç. Àíàëîãè÷íî, ïåðèìåòð êàæäîãî èç

òð¼õ ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïðàâîì ñòîëáöå ðàâåí óäâîåííîé ñóììå äëèí åãî âåðòèêàëüíîé è ãîðè-

çîíòàëüíîé ñòîðîí. Äëèíû èõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîí ðàâíû, à äëèíû âåðòèêàëüíûõ òàêèå æå,

êàê ó ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ëåâîì ñòîëáöå, òî åñòü óâåëè÷èâàþòñÿ íà
1

2
ñâåðõó âíèç. Çíà÷èò, ïåðè-

ìåòðû ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïðàâîì ñòîëáöå áóäóò óáûâàòü íà 1 ñíèçó ââåðõó, ïîýòîìó ïåðèìåòð

ïðÿìîóãîëüíèêà ïîä çíàêîì âîïðîñà ðàâåí 18− 2 = 16.
II ñïîñîá. Îáîçíà÷èì äëèíû ñòîðîí íåêîòîðûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê, êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå.
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Òîãäà ïåðèìåòðû ëåâîãî âåðõíåãî, ëåâîãî íèæíåãî, ïðàâîãî âåðõíåãî è ïðàâîãî íèæíåãî ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2(I + II), 2(I + IV), 2(II + III) è 2(III + IV). Çíà÷èò, ñóììà
ïåðèìåòðîâ ëåâîãî âåðõíåãî è ïðàâîãî íèæíåãî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíà ñóììå ïåðèìåòðîâ ïðà-

âîãî âåðõíåãî è ëåâîãî íèæíåãî ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ðàâíà 2(I+II+III+IV). Íî ñóììà ïåðèìåòðîâ
ëåâîãî âåðõíåãî è ïðàâîãî íèæíåãî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíà 15+18 = 33, ïîýòîìó ïåðèìåòð ïðàâî-
ãî âåðõíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà (ïîä çíàêîì âîïðîñà) ðàâåí ðàçíîñòè 33 è ïåðèìåòðà ëåâîãî íèæíåãî

ïðÿìîóãîëüíèêà, òî åñòü 33− 17 = 16.
III ñïîñîá. Îáîçíà÷èì ñòîðîíû íåêîòîðûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê, êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå.
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Ïåðèìåòð ëåâîãî âåðõíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí 2a + 2x = 15, ëåâîãî íèæíåãî � 2b + 2x = 17,
ïðàâîãî íèæíåãî � 2b+2y = 18. Âû÷èòàÿ èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì, ÷òî 2y−2x = 1.
Çíà÷èò, ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà ïîä çíàêîì âîïðîñà ðàâåí

2a+ 2y = (2a+ 2x) + (2y − 2x) = 15 + 1 = 16.



4. Èçâåñòíî, ÷òî a, b è c � ðàçëè÷íûå ñîñòàâíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íî êàæäîå èç íèõ íå

äåëèòñÿ íè íà îäíî èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 2 äî 100 âêëþ÷èòåëüíî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðî-

èçâåäåíèå abc ýòèõ ÷èñåë � íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ êóáîì íàòóðàëüíîãî

÷èñëà.

Ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a < b < c. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è

ñëåäóåò, ÷òî íè îäíî èç òð¼õ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñåë íå èìååò ïðîñòûõ äåëèòåëåé èç ïåðâîé

ñîòíè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ýòè ÷èñëà ñîñòàâíûå, òî ó êàæäîãî èç íèõ åñòü

íå ìåíåå äâóõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, áîëüøèõ ñòà. Ïåðâûå òðè ïðîñòûõ ÷èñëà âî âòîðîé ñîòíå � ýòî

101, 103 è 107. Ñëåäîâàòåëüíî, a = 1012 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ÷èñëîì, îáëàäàþùèì óêàçàííûìè

ñâîéñòâàìè, à b = 101 · 103 � ñëåäóþùèì çà íèì. Òàê êàê 1032 = 10609 < 101 · 107 = 10807, òî
c = 1032. Òàêèì îáðàçîì, abc = 1012 · 101 · 103 · 1032 = (101 · 103)3, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

5. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî âûïèñàòü íà äîñêó òàê, ÷òîáû

ëþáûå äâà âûïèñàííûõ ÷èñëà ðàçëè÷àëèñü õîòÿ áû â äâóõ ðàçðÿäàõ?

Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì âñå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà íà 90 ãðóïï ïî 10 ÷èñåë â êàæäîé: îò 100 äî

109, îò 110 äî 119, . . ., îò 990 äî 999. Ïîíÿòíî, ÷òî èç êàæäîé ãðóïïû íåëüçÿ âûïèñàòü áîëüøå

îäíîãî ÷èñëà, âåäü ó ëþáûõ äâóõ ÷èñåë èç îäíîé ãðóïïû ñîâïàäàþò è ðàçðÿäû ñîòåí, è ðàçðÿäû

äåñÿòêîâ. Çíà÷èò, âñåãî íà äîñêå âûïèñàíî íå áîëüøå 90 ÷èñåë. Ïîêàæåì, êàê âûïèñàòü ðîâíî 90.

Äëÿ ýòîãî èç êàæäîé ãðóïïû áóäåì âûïèñûâàòü ÷èñëî, ðàçðÿä åäèíèö êîòîðîãî ðàâåí ïîñëåäíåé

öèôðå ñóììû ðàçðÿäîâ ñîòåí è äåñÿòêîâ. (Íàïðèìåð, èç ãðóïïû îò îò 750 äî 759 áóäåò âûïèñàíî

÷èñëî 752, ïîòîìó ÷òî 7 + 5 = 12.) Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëà, âûïèñàííûõ íà äîñêå.

Åñëè ó íèõ ñîâïàäàþò ðàçðÿäû ñîòåí, òî îòëè÷àþòñÿ è ðàçðÿäû äåñÿòêîâ (î÷åâèäíî), è ðàçðÿäû

åäèíèö (òàê êàê ñóììà ðàçðÿäîâ ñîòåí è äåñÿòêîâ ó ëþáûõ äâóõ òàêèõ ÷èñåë îêàí÷èâàåòñÿ íà

ðàçíûå öèôðû). Åñëè æå ðàçðÿäû ñîòåí ó äâóõ âûïèñàííûõ ÷èñåë ðàçëè÷íû, à ðàçðÿäû äåñÿòêîâ

ñîâïàäàþò, òî ðàçðÿäû åäèíèö îïÿòü ðàçëè÷íû (ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì). Ðàçóìååòñÿ, ýòî íå

åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé ïðèìåð!



8 êëàññ. Ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Ðàçðåæüòå ïðÿìîóãîëüíèê 4 × 7 íà 8 ðàçëè÷íûõ ïî ôîðìå ÷àñòåé, îòëè÷íûõ îò êâàäðàòà

1× 1.
Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, òàê.

(Ðàçóìååòñÿ, ýòî íå åäèíñòâåííî âîçìîæíûé âàðèàíò!)

2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî (n − 1)(n − 2)(n − 3)(n − 4) íàòóðàëüíî è

îêàí÷èâàåòñÿ òðåìÿ íóëÿìè?

Ðåøåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî n ⩾ 5. ×òîáû ÷èñëî îêàí÷èâàëîñü òðåìÿ íóëÿìè, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî äåëèëîñü íà 125 è íà 8. Èç ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

íå áîëåå îäíîãî äåëèòñÿ íà 5, ïîýòîìó íóæíî, ÷òîáû ÷èñëî, êðàòíîå ïÿòè, áûëî ñðåäè íèõ è

äåëèëîñü íà 125. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ëþáûõ ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ðîâíî îäíî äåëèòñÿ íà 4 è åù¼ ðîâíî îäíî äåëèòñÿ íà 2 (íî íå íà 4), ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå

âñåãäà äåëèòñÿ íà 8. ßñíî, ÷òî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå n � òî, ïðè êîòîðîì n− 1 = 125, òî åñòü
n = 126.

3. Â òðåóãîëüíèêå PQR âûñîòà PK, áèññåêòðèñà QL è ìåäèàíà RM ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå T . Èçâåñòíî, ÷òî PT = QT . Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê PQR � ðàâíîñòîðîííèé.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì óãîë PQT ÷åðåç α (ñì. ðèñóíîê).
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Òðåóãîëüíèêè PTM è QTM ðàâíû ïî òð¼ì ñòîðîíàì, ïîýòîìó óãîë QPT òîæå ðàâåí α. Èç ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà PQK ìû âèäèì, ÷òî α = 30◦. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, TM � ìåäèàíà â ðàâ-

íîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå PQT , ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ â í¼ì åù¼ è âûñîòîé. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî

òðåóãîëüíèêà RQM ìû òåïåðü çàêëþ÷àåì, ÷òî óãîë QRM òîæå ðàâåí 30◦. Çíà÷èò, îáà óãëà PTQ
è RTQ ðàâíû 120◦, òàê ÷òî òðåóãîëüíèêè PTQ è RTQ ðàâíû ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì ê

íåé óãëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, PT = RT , îòêóäà â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå PRT óãëû PRT è

RPT ïðè îñíîâàíèè ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, ∠PRQ = ∠PRT+∠TRQ = ∠RPT+∠TPQ = ∠RPQ.

Çíà÷èò, îáà ýòèõ óãëà ðàâíû
180◦ − 60◦

2
= 60◦, è òðåóãîëüíèê PQR � ïðàâèëüíûé.



4. Â ïåðâóþ ìèíóòó Ìàòâåé íàïèñàë íà äîñêå ÷èñëî 2021, à âî âòîðóþ � ÷èñëî 2022. Êàæ-
äóþ ìèíóòó îí çàïèñûâàåò íà äîñêå åù¼ îäíî ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå ïîñëåäíåãî çàïèñàííîãî íà

äîñêå ÷èñëà, óìíîæåííîãî íà 20212022, è ïðåäïîñëåäíåãî çàïèñàííîãî íà äîñêå ÷èñëà. ×åìó ðàâåí
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë, çàïèñàííûõ Ìàòâååì íà äîñêå â 2021-þ è 2022-þ ìèíóòû?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëî, çàïèñàííîå Ìàòâååì íà äîñêå â k-þ ìèíóòó, ÷åðåç ak. Òîãäà
a1 = 2021, a2 = 2022 è ak = 20212022ak−1 + ak−2 äëÿ ëþáîãî k ⩾ 3. Åñëè d � êàêîé-òî îáùèé

äåëèòåëü ÷èñåë ak è ak−1 (äëÿ êàêîãî-íèáóäü k ⩾ 3), òî íà d äåëèòñÿ è ak−2 = ak − 20212022ak−1.

Àíàëîãè÷íî, íà d áóäóò äåëèòüñÿ âñå ÷èñëà ak−3, ak−4, . . ., a2, a1. Íî ÷èñëà a1 è a2 âçàèìíî

ïðîñòû, ïîýòîìó è ÍÎÄ ÷èñåë a2021 è a2022 ðàâåí 1.

5. Ñàøà è Àëèíà èãðàþò â èãðó. Èçíà÷àëüíî ïåðåä íèìè íà ñòîëå ëåæèò ïî îäíîé êóïþðå

êàæäîãî èç äîñòîèíñòâ 1, 2, 5, 10, 50, 100, 500, 1000 è 5000 ïèàñòðîâ. (Êóïþð äðóãîãî äîñòîèíñòâà â

ýòîé ñòðàíå íå áûâàåò.) Ñàøà è Àëèíà õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò Ñàøà. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ

âçÿòü ñî ñòîëà ëþáóþ êóïþðó, ðàçìåíÿòü å¼ â áàíêå íà ëþáûå êóïþðû ìåíüøåãî äîñòîèíñòâà íà

òó æå ñóììó è ïîëîæèòü âñå ýòè êóïþðû íà ñòîë âìåñòî âçÿòîé. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò

ñäåëàòü õîä. Åñòü ëè ó Ñàøè èëè ó Àëèíû ñïîñîá âûèãðàòü, êàê áû íè èãðàë ñîïåðíèê?

Ðåøåíèå. Ó Ñàøè åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ. Ïåðâûì õîäîì Ñàøà ðàçìåíèâàåò êóïþðó â

5000 ïèàñòðîâ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ïî îäíîé êóïþðå â 2, 5, 10, 50, 100, 500 è 1000 ïèàñòðîâ,

à îñòàëüíóþ ñóììó íàáèðàåò êóïþðàìè ïî 1 ïèàñòðó. Ïîñëå ýòîãî êóïþð êàæäîãî äîñòîèíñòâà,

áîëüøåãî 1, ñòàíîâèòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî, è Ñàøà ìîæåò êàæäûé ðàç ïîâòîðÿòü õîä Àëèíû, âîññòà-

íàâëèâàÿ ÷åòíîñòü. Ïîñêîëüêó ó Ñàøè áóäåò õîä, à ÷èñëî õîäîâ, î÷åâèäíî, êîíå÷íî, Àëèíà â

êîíöå êîíöîâ íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä.


